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Инженерная интерпретация функции правдоподобия аддитивной 
смеси сигнала и двухкомпонентной помехи 

 
Рассмотрено аналитическое описание функции правдоподобия для ситуации, когда структурно-

детерминированный сигнал принимается на фоне аддитивной двухкомпонентной марковской помехи. 
Представлены структурные схемы узла вычисления корреляционной суммы и узла вычисления взвешенной 
энергетической суммы для произвольной плотности распределения вероятности помех. Они основаны на 
выполнении инженерно легкореализуемых математических операций и являются базовыми для построения 
устройства оптимального приёма сигнала в условиях действия двухкомпонентной марковской помехи. 
Ключевые слова: математическое ожидание, дисперсия, гауссовская случайная величина, функции 
правдоподобия, двухкомпонентная марковская помеха. 

 
Введение 

В настоящее время для подавления 
многокомпонентных помех в радиоэлектронных 
системах развит ряд методов, возможности 
технической реализации каждого из которых в 
значительной степени зависят от вида и объёма 
выражения, описывающего функцию правдоподобия 
смеси сигнала и помех. 

 
Постановка задачи и анализ исследований 

Необходимость подавления многокомпонентных 
помех в работе радиоэлектронных систем 
стимулировала разработку ряда специальных методов 
[1 - 3]. В работе [3] получено аналитическое описание 
функции правдоподобия, которое может быть принято 
в качестве исходного для получения математического 
описания инженерно реализуемого устройства 
оптимального приёма сигнала на фоне 
двухкомпонентной марковской помехи.  

 
Основной материал 

Полученное ранее в [3] выражение для функции 
правдоподобия может быть упрощено. Во-первых, 
можно объединить первые два слагаемых: 

 

 

 (1) 

 
Далее приступим к упрощению выражений, 

содержащих функции  и . Согласно 

центральной предельной теореме каждая из сумм 
будет гауссовской случайной величиной, т. к. на 
практике величина  велика. Для описания 

гауссовской плотности распределения вероятности 
достаточно знать математическое ожидание и 
дисперсию. Ищем математическое ожидание величины 
суммы с : 

 

 

(2)

 
 
Величину математического ожидания одиночного 

слагаемого находим как 

 

(3)
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где – совместная 

(двумерная) плотность вероятности величин  и 

. Разложим эту плотность в двумерный ряд 

Тейлора по  и  в окрестности точки (0,0) и 

удержанием первых двух членов: 
 

 
 

 
 

 
 
Поскольку точка  является модой 

плотности распределения вероятности суммы сигнала 
и помехи, то в этой точке производные первого 
порядка равны нулю, в результате чего из последнего 
выражения следует 

 

 
 

С учетом этого выражение (3) приобретает вид 
 

 

 

Примем во внимание, что 
 Подставив 

это выражение, а также выражение для  из 

работы [3], получим 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 
Поскольку  
 

 

 
 

а последний интеграл, согласно [4], равен нулю, то 
 

 
(4)

 
 
где 

 

  (5) 

 

 

(6)

 
 

Подставив (5) в (2), получим 
 

 

(7)

 
 

Теперь найдем дисперсию суммы (2). Согласно [5] дисперсия этой суммы есть 
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(8) 

 
где коэффициенты корреляции равны 

 

 

(9)

 
 

Дадим дисперсии оценку сверху. Во-первых, 
положим, что все коэффициенты корреляции равны 
единице. Во-вторых, положим, что все дисперсии 
равны . Тогда левая часть выражения (8) 

будет меньше, чем 
 

 

т. е. 
 

 

(10)

 
 
Найдем выражение для . 

Согласно математическому определению дисперсии 
имеем 

 

 

(11) 

 
Представив двумерную плотность вероятности 

рядом Тейлора по  и  в окрестности точки (0,0) 

подобно тому, как это было сделано при выводе 

математического ожидания функции , 

равенство (11) можно привести к виду 

 

 
 

 
 

=  (12) 

 
Подынтегральное выражение неотрицательно, 

поэтому весь интеграл неотрицателен. Обозначим его 
как . Тогда (12) приобретет вид 

 

 
(13)

 
 
С учетом этого дисперсия суммы (8) не превышает 

величины (10), т. е. 
 

 

(14)

 

Обозначив как максимальную абсолютную 

величину отсчета полезного сигнала, последнее 
неравенство можно заменить очевидным неравенством 

 

. 

 (15)

 
Умножим и разделим правую часть на величину 

дисперсии помехи . Получим, что 
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 (16) 
 
где величина  представляет собой 

максимальное отношение «сигнал/помеха» в одном 
отсчете. 

В результате величина  не 

превышает среднеквадратичное отклонение (СКО) 
 

 

(17) 

 
Сравним это СКО с абсолютной величиной 

математического ожидания (7). Поскольку и  – 

ограниченные величины, а энергия сигнала  

конечна, то при малой величине  отношения 

«сигнал/помеха» величина СКО будет намного меньше 
абсолютной величины математического ожидания. 
Поэтому сумму из 

итогового выражения работы [3] можно заменить ее 
математическим ожиданием: 

          

(18)

 
 
Аналогичным образом в итоговом выражении 

работы [3] можно произвести еще одну замену: 
 

  

(19)

 
 
Теперь упростим последнее слагаемое итогового 

выражения работы [3]. Согласно центральной 
предельной теореме величина 

 является гауссовской 

случайной величиной; для описания ее плотности 
распределения вероятности надо знать ее 
математическое ожидание и ее дисперсию. 
Математическое ожидание равно сумме 
математических ожиданий слагаемых: 

 

  

(20)

 
 
Согласно определению математического ожидания 

имеем 
 

 

(21)

 
 

Представляя двумерную плотность вероятности 
рядом Тейлора аналогично тому, как это было сделано 
при оценке величины , получаем, 

что 
 

 
 

 
 

Подставляя сюда из работы [3] выражение, 
находим: 
 

 
 

=

 
 

 

Так как , 

то последнее выражение можно привести к 
следующему виду: 
 

 

 

 
 

В этом выражении первый интеграл равен нулю по 
тем же соображениям, что и принятые во внимание 
при выводе выражения (4). Тогда 
 

 

 
  (22)
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Введем обозначение 
 

 
 

 
 

 

(23)

 
 
Получаем, что  
 

 (24) 
 
Подстановка этого результата в (20) дает 
 

 

(25) 

 
Теперь найдем дисперсию величины 

. Аналогично тому, как это 

было сделано при выводе выражения (8), имеем 
 

 
 

 
(26)

 
 

Здесь аналогично (9) коэффициенты корреляции 
таковы: 

 

 
 

 

(27)

 
 

Дадим дисперсии суммы оценку сверху. Для этого 
положим, что все коэффициенты корреляции равны 
единице и что все дисперсии одинаковы и равны 

. Тогда 

 

 

 

(28)

 
Найдем дисперсию отдельного слагаемого, 

стоящего под знаком суммы в правой части (28): 
 

 
 

 
 

 
(29)

 
 

Представляя двумерную плотность вероятности 
рядом Тейлора аналогично тому, как это было сделано 
при оценке величины , получаем: 

 
 

 
 

 
 

 
 

 (30) 

 
Подынтегральное выражение неотрицательно, 

поэтому весь интеграл неотрицателен. Обозначим его 
как . Тогда (30) приобретает вид 

 

 (31) 
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С учетом этого для дисперсии суммы (28) имеет место следующее соотношение: 
 

 

(32)

 
 
Умножив и разделив правую часть на величину  дисперсии помехи, приводим (32) к следующему виду: 
 

 

(33)

 
 

где  – максимальное отношение «сигнал/помеха» в одном отсчете. 

 
В итоге СКО рассматриваемой суммы не превысит 

величины 
 

 

(34)

 
 

Поскольку  и  – ограниченные величины, а 

 меньше некоторой конечной энергии 

сигнала , то при малой величине  СКО  

рассматриваемой суммы существенно меньше ее 
математического ожидания и эту сумму можно 
заменить ее математическим ожиданием: 

 

 

(35)

 
 

С учетом преобразований, проделанных для 
 , а также с учетом 

выражения (1) функцию правдоподобия [3]  можно 
представить в виде 

 

 
 

 

(36)

 
 

где коэффициенты   и   являются, в 

конечном итоге, функциями от интервала  

временной дискретизации отсчетов. Введем 
следующие обозначения: 
 

 

(37) 

 

(38)

 
Они описывают некоторые инерционные 

нелинейные преобразователи (инерционные – т. к. 

результат преобразования отсчета зависит от 

предыдущего отсчета ) входного напряжения 

приемника. С учетом (37) и (38) функцию 
правдоподобия (36) можно записать как 
 

 
 

 

(39) 
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где мы вновь вернули в запись обозначение 
функциональной зависимости от информационного 

параметра . 

По аналогии с тем, как это было сделано в работе 
[3], введем взвешенную корреляционную сумму 

 

 

(40) 

 

и взвешенную энергетическую сумму 
 

 
 

 (41) 
 

Тогда 
 

 (42) 
 

Видим, что структура функции правдоподобия 
такая же, как и аналогичная структура для случая 
статистически независимых отсчетов. Однако 
функциональное содержание этой структуры 
изменилось коренным образом: 

1) нелинейные преобразования входных 
отсчетов стали инерционными; 

2) в энергетической сумме появились 
слагаемые, учитывающие перекрестные связи между 
соседними отсчетами полезного сигнала. 

В соответствии с выражениями (37), (38) и (40) 
структурная схема узла вычисления корреляционной 
суммы имеет вид, представленный на рис. 1 
(вспомогательные устройства, обеспечивающие 
временную дискретизацию входного напряжения, 
опущены).  

 
 

Рис. 1. Cтруктурная схема узла вычисления 
корреляционной суммы 

 
Структурная схема узла вычисления взвешенной 

энергетической суммы при фиксированной  

приведена на рис. 2. 
Два последних рисунка представляют структуры 

корреляционного и энергетического сумматоров в 
общем случае, для произвольной плотности 
распределения вероятности помех. Они являются 
базовыми для построения устройства оптимального 
приёма сигнала в условиях действия 
двухкомпонентной марковской помехи. 

 
 

 

 
Рис. 2. Структурная схема узла вычисления взвешенной энергетической суммы при фиксированной  
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Выводы 
Для осуществления оптимального приёма сигналов 

на фоне двухкомпонентной марковской помехи может 
быть применено устройство, построенное на базе 
совокупности инерционных нелинейных 
преобразователей отсчётов входного сигнала и блоков 
вычисления так называемых корреляционной и 
взвешенной энергетической сумм. Операции 
нелинейного преобразования, а также вычисления 
корреляционной суммы и взвешенной энергетической 
суммы основаны на выполнении математических 
операций суммирования, вычитания, перемножения и 
возведения в квадрат, легко реализуемых 
инженерными средствами. 
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